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この研究 ノー トは竹内[4],[5],[6]に続 く一連の研究結果の一・部であ
る。竹 内[5コでは最小分散不偏推定量についての一般理論が展開され,竹 内
[6コではその特別の場合 としての積分作用素の応用が考察されたが,こ こで
は最小分散不偏推定量を線型微分作用素を用いて表わす問題を考えることに
しよう。
くり
さ て 次 の1階 の 線 型 微 分 方 程 式 を 考 え よ う。
'*(x)φ(x;θ)=αo(θ)φ(x;θ)十al(θ)φθ(x;θ),(1)
た だ し,φ(万;θ)の 範 囲 は θ とは 独 立 とす る。 また φ、(勿 θ)は φ(κ;θ)
を θ に 関 して 微 分 した も の で あ る。 ま た(1)式は 次 の(2)式の よ うに も表 わ す
こ とが で き よ う。
t・1・(脇伽(θ)∂ π(ぎ1τ)L疏 (2)
た だ し
π(x;τ)一φ(x;τ)/φ(x;θ)・L2.(3)
す な わ ち,π(x;τ)はL2空 間 に 属 す る も の とす る。(2)式の 表 現 は 竹 内[5]
の 働 式 の 特 別 な 場 合 で あ り,ま たStein[2コのCorollary2の㈲ 式 に 対 応
(1)ここでは出発点 と してNie七〇[1]の表現 を利用す ることにす る。 ここでは1階
の線型 微分方程 式だけを考 え ることす る。
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す る式 と考 え られ る。
(1)式を θに関 して積分す る ことに より
φ(x・θ)==c(卿殉 ∫霧 θ一∫ 絵 夕}.
上式で
∫tt,)〃-P(θ)・
一∫ ㊥4ヲ ーQ(の・
???
α、(θ)
C(x)==emp{K(x)}
と お く こ とに よ り次 の 結 果 が 求 め られ る。
φ(x;θ)==e勿p{Q(〃)+t*(x)P(θ)十K(x)}.(5)
(5)式の 結 果 は,φ(x;の のKoopman-Darmoisformであ り,周 知 の 定 理
か ら,辞(万)は
2・t(θ)一∂弓1θ)/δ睾髪L器;lll;Q'(θ)≠・(6)
の十分統計量 であ り最 小 分 散 不 偏 推 定 量(minimumvarianceunbiased
estimator)となるこ とがわ か る。 またa、(の はt*(〃)の分散 とな り,こ れ
は不偏推定量の中で最小 の分散を もつ ことが与 え られ る。 これ らの関係を若
干 の例 につ いてみてみ よ う。
2
例1.
パ ラ メt-一一タ ー θ,o<θ<。 。,を も っ た ボ ア ソ ソ 分 布 を 考 え よ う。
θ∬θ一θ
f(x;の 一x!・x==O・1・2・ …
=・Oelsewhere.(7)
こ の 尤 度 φ(醗 の は 次 の よ うに な る 。
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φ(x;・)一 θ課 ・ 万一 α1・2・ 一・
===Oelsewhere .
さてこれか ら(2)式を構成すると
辞(脇(θ)+砺(θ)(÷Σ一)
.
ところで,顔 の が不偏推定量であるためには
E{t・⑦}=・EI・(e)+as(θ!(÷Σx・-n)}
一・・(の+a・(θ)E{青Σ 画
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(8)
???
・=ao(θ)==o⑩
で なければな らない。上式 の結果は
E{÷Σ貌十 ÷E(Σx・)-n
1
==_vale--n・=O
θ
か ら容 易 に 得 ら れ る 。
t:`(〃)の分 散Var{t'`(x)}は次 の よ う に し て 求 め ら れ る 。 〃1,x2,...,x,zが
相 互 に 独 立 で あ る か ら
E(Jt.x.i)=O.
εキ∫
したが って
V・・{彦・(x)}一…(の かV・ ・⑦
一偽・(θ〉餐 イ(θ)箸
.面
ボ ア ソソ分布においては,平 均 と分散 が等 しい。す なわ ち,
Var(x)=θ
か ら,上 式は容易に求 め られ る。
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と こ ろ で,こ の 場 合,regularityconditionsが満 た され て い る の で,
∂'09嘉";θ)→ ΣX・一"
nx--nθx一θ=θ コ θ ⑫
7
とな り,xは θ の最小分散不偏推定量で,そ の最小分散は0/nで 与 え られ
ることが容 易にわか る。 したが って⑪ と⑫ の結果か ら
%θV・・{t*⑦}蝸2ガ 万 ⑬
が満た されなければ な らない。 これか ら
。、(の一星 ⑭
%
が与 え られ る。 したが って ⑨ 式 の表現において α、(のは 彦㌃(のの最小分散
を表わす ことにな る。
⑩ と⑭ の結果 か ら,⑨ 式は
辞⑦ 一θ+号{%(㌻の}曽 齢
=ガ ⑮
とい うことにな る。す なわ ち,ボ ア ソソ分布 においては,平 均0の 最小分散
不偏推定量t*(X)はXで 与 え られ,こ れは線型微分作用素を用いた(9)式で
表わ され る。
例2.
平均 θ,一。。<θ〈。。,分散 σ2をもった正規分布か らのn個 の無作為標本
を考 え よ う。
、f(x;e・ の 一 》1論 窃ゆ{一(":.99)2},⑯
一 〇〇<x<oo,-oo<θ<OQ.
こ こで 分 散 σ2は与 え られ た 正 数 と し よ う。 この 尤 度 関 数 φ(x;の は
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φ(x;・)=・¢i(x;鋼 ド(券 θy}
,⑰
ただ し,φ1(x;σ2)はθに依存 しない関数 とす る。 これか ら(2)式を構成す る
と ・
'・(x)-ao(o)+砺(θ)Σ(㌻θ)
≠*(のが θ の 不 偏 推 定 量 で あ る た め に は
E{t*(x)}・.ao(の=θ
で な け れ ぽ な らな い 。 上 拭 は
E{Σ(x・i-一一ict)}==nE(x)一一nPt
=O
で あるか ら容 易に求 め られ る。
tk(x)の分散,Var伊(x)},は,例1の 場合 と同様 に して
Va・{彦・⑦}=・a、2(θ)嬰
;
-a12(θ)=ガ
σ.
と こ ろ で,例1の 場 合 と同 様 に し て,
∂logφ(x;θ)_Σ(Xi一 θ)
∂oσ2
牙_θ
丞
%.
容易に導かれる。 したがって,こ の結果 と⑳式か ら
Va・{t・(x)}-a12(・)街需
.
これか ら
al(θ)_壁
⑱
⑲
⑳
⑳
これか ら 万は最小分散の不偏推定量であ り,その分散は σヲ%で あることが
が求 め られ る。す なわ ち,α、(のは ≠*(のの最小分散 を表わす。
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⑲式 と⑳式か ら,⑱式は次の ようになる。
'・⑦ 一θ+吻(万 ヨの
σ
・=κ.
す なわ ち,例2の よ うな正規分布 においては,分 散 σ2が与 え られた場合,
平均0の 最小分散不 偏推定量ti`(X)はXで与 え られ,・eれは線型微 分作用
素を用 いた⑱式で表 わ され る。
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